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Sommario

La programmazione logica disgiuntiva é uno strumento potente per la rappresen-
tazione della conoscenza e del ragionamento di senso comune. Il formalismo clas-
sico non prevede le operazioni di aggregazione, sebbene siano state definite molte
estensioni in questa direzione. Questa tesi analizza le proprieta dei programmi
logici disgiuntivi con aggregati ricorsivi secondo la semantica dei modelli stabili.

Dopo aver presentato una nuova nozione di insieme infondato per program-
mi logici disgiuntivi con aggregati ricorsivi, caratterizziamo i modelli stabili at-
traverso questa definizione. Presentiamo un operatore per la computazione del
greatest unfounded set, mostrando come calcolarne modularmente il punto fisso.
Generalizziamo quindi ’operatore well-founded, definendo un algoritmo per la
sua computazione.

Indichiamo inoltre come ovviare all’insufficienza delle attuali tecniche di istan-
ziazione, che non sono adatte al trattamento degli aggregati ricorsivi.

L’efficienza delle tecniche computazionali individuate risulta dall’ implemen-
tazione in DLV e dalla conseguente sperimentazione.
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Abstract

Disjunctive logic programs are a powerful tool for knowledge representation and
commonsense reasoning. While the classic formalism does not include aggrega-
tions, many extensions in this direction have been defined. This thesis analyses
properties of disjunctive logic programs with recursive aggregates under stable
model semantics.

After introducing a new notion of unfounded set for disjunctive logic programs
with recursive aggregates, we characterize stable models by means of this defini-
tion. We introduce an operator for the computation of greatest unfounded sets,
showing how to compute its fix point in a modular way. Then, we generalize the
well-founded operator, defining an algorithm to compute it.

We also suggest how to remedy the actual instantiation technique which is not
directly suitable for handling recursive aggregates.

We report on the implementation of the obtained techniques in DLV and assess
its efficiency by means of a thorough experimentation.
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Capitolo

Introduzione

1.1 Contesto e motivazioni

La programmazione logica disgiuntiva (DLP) ¢ un potente formalismo per la rap-
presentazione della conoscenza e il ragionamento di senso comune, che consente
di formalizzare, in modo semplice e naturale, problemi complessi. La DLP, anche
nota come answer set programming (ASP), consente la disgiunzione e la nega-
zione non stratificata: quello che ne risulta ¢ un linguaggio la cui alta espressivita
ha importanti implicazioni pratiche, consentendo la modellazione di situazioni
reali, quali la rappresentazione di conoscenza incompleta.

L’introduzione degli atomi aggregati [1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8,9, 10] ¢ una delle
pill importanti estensioni sintattiche degli ultimi anni alla programmazione logi-
ca. Il formalismo risultante ¢ la programmazione logica disgiuntiva con aggre-
gati (DLPA o ASP*). La possibilita di eseguire operazioni di aggregazione su
multi-insiemi di termini, tramite un apposito costrutto, permette una formulazione
concisa ed una valutazione efficiente dei programmi che ne fanno uso.

Tuttavia, nonostante la semantica e le proprieta computazionali dei program-
mi logici standard (ovvero privi di aggregati) siano state investigate a fondo, re-

lativamente pochi lavori hanno focalizzato 1’attenzione su programmi logici con
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aggregati; alcune delle loro proprieta semantiche e dei loro aspetti computaziona-
li sono ancora lontani dall’essere completamente chiari. In particolare, mancano
studi su algoritmi e metodi di ottimizzazione per implementare in modo efficiente
gli aggregati ricorsivi nella programmazione logica con la semantica dei modelli
stabili.

La disabilitazione degli aggregati ricorsivi, d’altronde, impedisce una facile
rappresentazione di alcuni problemi, nei quali questi costrutti trovano una naturale

applicazione.

Esempio 1.1 A titolo esemplificativo presentiamo un noto problema che puo es-
sere facilmente modellato con la programmazione logica con aggregati ricorsivi:

“Company Controls”. In questo problema abbiamo:

e un insieme di compagnie, rappresentate per mezzo del predicato unario

company(X), dove X indica l'identificatore della compagnia,

e un insieme di stock azionari, rappresentati tramite il predicato owns(X, Y, 5),

dove S ¢ la percentuale di azioni di Y possedute da X.
Lo scopo e determinare tutti i controlli fra compagnie sapendo che:

e una compagnia ha il controllo di un’altra compagnia se possiede, diretta-

mente o indirettamente, pii del 50% delle sue azioni,

e una compagnia possiede indirettamente gli stock delle compagnie che con-

trolla.

Possiamo osservare che esiste una relazione ricorsiva fra il controllo delle com-
pagnie e il possesso degli stock azionari che coinvolge un’operazione di aggrega-
zione.

L’aspetto induttivo di Company Controls puo essere modellato con i predicati:

o cv(X,Z,Y,S) perindicare il fatto che X possiede una percentuale S delle

azioni di 'Y tramite la compagnia Z,
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e controls(X,Y') perindicare che X controlla la compagnia Y, direttamente

o indirettamente.

1l programma logico che ne risulta é il seguente:

(X, X,Y,S) = owns(X,Y,S).
cw(X,Z,Y,S) — controls(X,Z),owns(Z,Y,S).
controls(X,Y)

company(X), company(Y),
#sum{ S,Z : cv(X,Z,Y,S) } > 50.

Intuitivamente, la prima regola indica che ogni compagnia possiede direttamente
i propri stock azionari. La seconda modella il fatto che ogni compagnia possiede
indirettamente gli stock delle compagnie che controlla. Infine, la terza regola de-
termina il fatto che una compagnia X controlla una compagnia 'Y se ne possiede
pin del 50% delle azioni.

Consideriamo ’istanza riportata in Figura 1.1. I nodi indicano le compagnie
a,b,c. Gli archi rappresentano gli stock azionari posseduti dalle compagnie,

ovvero il fatto che:
e a possiede il 60% delle azioni di b,
e a possiede il 40% delle azioni di «,
e b possiede il 20% delle azioni di c.

Rappresentiamo questo scenario con i seguenti fatti:

company(a). owns(a, b, 60).
company(b). owns(a, ¢, 40).
company(c). owns(b, ¢, 20).

Osserviamo che a ha il controllo diretto di b e, grazie al possesso indiretto degli

stock azionari di b, controlla anche c.
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60% 40%

@ 20% ()

Figura 1.1: Un’istanza di Company Controls

Al momento nessun solver per ASP disgiuntiva con la semantica dei modelli

stabili ¢ in grado di processare programmi come quello mostrato nell’esempio 1.1.

Motivati da ci0, nel lavoro di tesi abbiamo cercato di rimediare a queste man-
canze e fare un passo avanti verso un’implementazione efficiente degli aggregati
ricorsivi in ASP. In particolare, le nostre attenzioni sono state rivolte al ricco
frammento dell’ ASP* che consente la disgiunzione, la negazione nonmonotona
e gli aggregati ricorsivi monotoni e antimonotoni. Denotiamo questo linguaggio
con DLPé’a (Disjunctive Logic Programming with Monotone and Antimonotone
Aggregates). Per raggiungere questo scopo, ci siamo concentrati principalmente
sulle proprieta degli insiemi infondati per programmi con aggregati, scelta moti-
vata dal fatto che gli insiemi infondati sono alla base delle implementazioni di tutti
i solver ASP attualmente disponibili [5, 11, 12, 13, 14, 15]: i solver ASP nativi,
come per esempio DLV e Smodels, usano gli insiemi infondati per il pruning del-
lo spazio di ricerca (tramite 1’operatore well-founded); i solver ASP SAT-based,
come per esempio ASSAT, Cmodels e clasp, usano il relativo concetto di loop
formulas [16, 17] per il controllo di stabilita dei modelli. Per queste ragioni, ci
aspettiamo che uno studio approfondito delle proprieta degli insiemi infondati per
programmi con aggregati sia un contributo valido per I’'implementazione di si-
stemi ASP* efficienti. Inoltre, allo scopo di individuare una valida strategia di
istanziazione, abbiamo analizzato gli aspetti computazionali di alcuni sottoinsie-

mi della programmazione logica con aggregati. Nessuno dei precedenti lavori ha
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curato questo aspetto, che dai nostri studi ed esperimenti ¢ risultato di cruciale

importanza.

1.2 Contributi della tesi

I principali contributi del presente lavoro di tesi sono riassumibili in tre categorie:
A

m,a’

analisi delle proprieta della DLP;’ , progettazione di algoritmi per la valutazione
efficiente, implementazione e sperimentazione del prototipo.
In particolare, 1 contributi relativi all’analisi delle proprieta del linguaggio

sono i seguenti.

e La definizione di una nuova e intuitiva nozione di insieme infondato per
DLP#  correlata alle precedenti, le quali sono in accordo con le definizioni
di insiemi infondati per programmi privi di aggregati e ne caratterizzano le

proprieta.

e [a dimostrazione formale di alcune proprieta che consentono di ottimizzare
la computazione dei modelli stabili per un sottoinsieme della programma-

zione logica con aggregati.

e Laprova che gli insiemi infondati possono essere utilizzati con profitto nella
computazione DLP;“W per il controllo di stabilita e per il taglio dello spazio

di ricerca.

Relativamente alla progettazione di algoritmi per la valutazione efficiente, 1

nostri contributi sono i seguenti.

e La dimostrazione dell’insufficienza della tecnica semi-naive per istanzia-
zione degli aggregati ricorsivi e la presentazione di una nuova tecnica che

corregge questa mancanza.

e La definizione di un operatore per la computazione del greatest unfoun-
ded set e la progettazione di una tecnica di valutazione modulare per la sua

computazione, che localizza il calcolo sulle singole componenti.
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e La presentazione di un algoritmo per la computazione efficiente del grea-
test unfounded set, che localizza la computazione sulle sole componenti

coinvolte nella propagazione del passo precedente.

Per quanto riguarda I’'implementazione e la sperimentazione del prototipo rea-

lizzato, 1 nostri contributi possono essere riassunti nel seguente modo.

e L’implementazione dei precedenti risultati in DLV !, ottenendo un sistema
prototipale che supporta il linguaggio DLPé’a.

e La valutazione sperimentale delle caratteristiche dei programmi con aggre-

gati ricorsivi e del prototipo realizzato.

Per poter raggiungere i nostri obiettivi, abbiamo adottato la semantica ASP*
definita in [1], che sembra aver ricevuto un certo consenso. Lavori recenti, quali
[18, 19], danno ulteriore supporto alla plausibilita di questa semantica, collegan-
dola ai costrutti stabiliti per programmi privi di aggregati. In particolare, [18]
presenta una semantica per programmi generici € mostra che questa coincide con
[1] per programmi ASP*.

A nostra conoscenza, il lavoro di questa tesi fornisce la prima implementa-
zione di aggregati ricorsivi in ASP disgiuntiva. Le precedenti implementazioni
omettevano gli aggregati ricorsivi [6] o disabilitavano la disgiunzione [20, 21, 5,
10] 2. Osserviamo inoltre che le semantiche in [20, 21, 5, 10], che sono in generale

differenti da quella in [1], coincidono con questa nel frammento della DLPﬁW.

1.3 Organizzazione della tesi
Il seguito della tesi ¢ cosi strutturato.

e Nella Parte I descriviamo la programmazione logica con aggregati, mo-

strando la sintassi, la semantica e le proprieta del linguaggio. Definiamo

"Prima di questa estensione DLV supportava solo gli aggregati non ricorsivi.
2Si noti che Cmodels [22] disabilita gli aggregati nelle regole disgiuntive.
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inoltre gli insiemi infondati, con le loro proprieta utili per caratterizzare i

modelli stabili.

e Nella Parte II illustriamo gli aspetti computazionali relativi alla program-
mazione logica con aggregati. Mostriamo prima come istanziare efficien-
temente i programmi, tramite una variante del metodo semi-naive. Succes-
sivamente, descriviamo un operatore per la computazione del GUS e come

modularizzarne il calcolo.

e Nella Parte III presentiamo 1’architettura del prototipo realizzato e i risultati

ottenuti dalla sperimentazione.

e Nella Parte IV riportiamo i lavori correlati e le conclusioni.
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Parte I

Proprieta
dei programmi logici

con aggregati
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La definizione formale delle proprieta dei programmi logici con aggregati ¢
fondamentale per la trattazione delle tecniche che illustreremo nel seguito della
tesi, per le quali i concetti di modello stabile e insieme infondato ricoprono un
ruolo centrale.

Nel capitolo 2 descriviamo la sintassi dei programmi logici con aggregati e
la semantica dei modelli stabili. Introduciamo inoltre le nozioni di monotonicita,
antimonotonicita € non-monotonicita, di cruciale importanza per questo lavoro.
Facciamo una breve trattazione della complessita computazionale per le classi dei
linguaggi della DLP, mostrando che in generale coincide con quella della DLP.

Nel capitolo 3 definiamo alcuni sottoinsiemi della DLP per i quali & garantita
I’esistenza e I’unicita del modello stabile.

Nel capitolo 4 introduciamo le nozioni di insieme infondato e greatest unfoun-
ded set per programmi logici con aggregati, che utilizziamo per caratterizzare i

modelli stabili.
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Capitolo

Programmazione logica

con aggregati

In questo capitolo presentiamo la sintassi e la semantica della programmazione lo-
gica con gli aggregati, mostriamo la complessita del linguaggio e come utilizzarlo

per rappresentare la conoscenza e il ragionamento di senso comune.

2.1 Sintassi

Sia C un insieme di costanti, ¥V un insieme di variabili ed S un insieme di simboli
di predicato. Ad ogni simbolo di predicato associamo un numero naturale, detto
arita. Adottiamo la convenzione classica per cui le variabili vengono general-
mente indicate con la prima lettera maiuscola (per esempio, X, Y, Z, ma anche
Company, ...), 1 simboli di predicato con la prima lettera minuscola (per esem-
pio, p, company, ...) e le costanti con numeri o con la prima lettera minuscola

(per esempio, a, b, 1234, .. .).

Un termine ¢ una variabile o una costante (quindi un elemento di C U V).

13
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Un atomo standard & un costrutto del tipo

p(tl, e 7tn)

dove
e p ¢ un simbolo di predicato (ovvero p € §),
e ty,...,t, sono termini (ovvero t;, e CUV,i=1,...,n).

L’ arita associata al predicato p ¢ n e, nel caso in cui questa sia 0, le parentesi
tonde vengono generalemente omesse, consentendo la pitt semplice scrittura p.
Se tutti i termini sono costanti, allora I’atomo viene detto ground (ovvero privo di

variabili).

Multi-insiemi di termini. Un multi-insieme di termini puo essere un multi-
insieme simbolico o un multi-insieme ground.

Un multi-insieme simbolico ¢ una struttura del tipo
{Vars : Conj}

dove

e Vars € una lista di variabili,

e (lonj & una congiunzione di atomi standard, che costituisce la funzione di

supporto del multi-insieme.

Esempio 2.1 1] multi-insieme
{X + a(X,Y),p(Y)}

rappresenta il multi-insieme dei valori X che rendono la congiunzione a(X,Y ) A

p(Y) vera, ovvero il multi-insieme

{X : Vst a(X,Y)Ap(Y) is true}
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Un multi-insieme ground ¢ un insieme di coppie del tipo

(t : Conj)
dove

e { ¢&una lista di costanti,

e (onj ¢ una congiunzione di atomi standard ground, che rappresenta la

funzione di supporto dell’elemento f.

Esempio 2.2 Sono multi-insiemi ground

Funzioni di aggregazione. Una funzione di aggregazione € un costrutto del tipo

f(S)
dove
e S ¢ uninsieme di termini,
e f ¢un simbolo di funzione predefinito.

Intuitivamente, una funzione di aggregazione mappa multi-insiemi di costanti su

una costante.

Esempio 2.3 Negli esempi adotteremo la sintassi di DLV per denotare gli aggre-
gati.
Le funzioni di aggregazione che al momento sono supportate dal sistema DLV

sono:
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e Fcount.: numero di termini diversi
e Fsum: somma su interi non negativi
e F#times: prodotto di interi positivi
e ##min: minimo termine

e Hmax: massimo termine

Letterali aggregati. Un atomo aggregato ¢ un costrutto del tipo
f(S)<T
dove
e f(S) ¢ una funzione di aggregazione,
o <€ {=,<,<,>,>} ¢&un operatore di confronto predefinito,
e 7' ¢ un termine, detto guardia.
Inoltre, un atomo aggregato puo avere la forma
Ty <1 f(S) =2 T
dove
e f(S) & una funzione di aggregazione,
o <1, =<9€ {<, <} sono operatori di confronto predefiniti,

e T e T, sono termini, chiamati rispettivamente guardia inferiore e guardia

superiore.
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Esempio 2.4 Di seguito sono riportati due esempi di aggregati nella notazione
di DLV, il primo é un aggregato non-ground, mentre il secondo rappresenta una

possibile istanza ground del primo:

#max{Z : r(Z),a(Z,V)} >Y
#max{(1:7(1),a(1,k)),(2:7(2),a(2,¢))} > 1

Un atomo & un atomo standard o un atomo aggregato. Un letterale { ¢ un
atomo .A o un atomo A preceduto dal simbolo di negazione per fallimento not.
Non bisogna confondere la negazione classica (—) con la negazione per fallimento:
not A indica che A non deve essere vero, mentre =4 afferma che A ¢ falso.
Se A ¢ un atomo standard, allora ¢ € un letterale standard. Se A & un atomo

aggregato, allora ¢ ¢ un letterale aggregato.

Programmi DLP+#. Una regola DLP* r & un costrutto

ar V-V oap i— by,...,bg, not bgyq,..., not by,.
dove
® ay,...,a, sono atomi standard,
e by,..., b, sono atomi,

en>=1m>=%k>=0.

La disgiunzione a; V - - - V a,, viene detta la testa di r, mentre la congiunzione
bi,...,bg,not bgiq,..., not by, &il corpo di r. Denotiamo con H(r) I'insieme
degli atomi nella testa di 7, con B(r) I'insieme by, . .., bg,not byy1,..., not by,
dei letterali del corpo di r. B*(r) e B~ (r) denotano, rispettivamente, gli insiemi
dei letterali positivi e negativi in B(r). Si noti che questa sintassi non consente

esplicitamente 1’utilizzo di vincoli di integrita (regole con testa vuota). Tuttavia,
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¢ possibile simularli mettendo in testa un nuovo simbolo di predicato (con arita 0)

e forzando il suo valore a falso.

Esempio 2.5 Possiamo forzare il valore di verita di un nuovo atomo co ad essere
falso aggiungendo al programma la regola
p :— co,not p.
dove p e un atomo che non compare nel programma. Quindi, un constraint
—a,b,c,...
puo essere scritto come

co:—a,b,c,...

Un programma DLP# & un insieme di regole DLP.

Safety. Una variabile di una regola che compare in un atomo standard ¢ detta
variabile globale. Tutte le altre variabili che compaiono nella regola sono dette

variabili locali. Una regola ¢ safe (sicura) se valgono le seguenti condizioni:

(i) ogni variabile globale di r appare in almeno un letterale standard positivo

nel corpo di 7;

(ii) ogni variabile locale di r che compare in un insieme simbolico { Vars : Conj}

appare in un atomo di Cony;

(ii1) ogni guardia di un atomo aggregato di r € una costante o una variabile

globale.

Un programma P ¢ safe se tutte le regole r € P sono safe.

Esempio 2.6 Consideriamo le seguenti regole con aggregati:

p(X) —q(X,Y, V), #max{Z : r(Z),a(Z,V)} > Y.
p(X) —q(X,Y, V), #sum{Z : a(Z,5)} > Y.
p(X) —q(X,Y, V), #nin{Z : r(Z),a(Z,V)} > T.
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La prima regola ¢ safe, mentre la seconda non lo ¢, poiché la variabile locale S
viola la condizione (ii). La terza regola é anch’essa non safe, perché la guardia

T viola la condizione (iii).

Nel seguito assumiamo, per semplicita della trattazione, che tutti i programmi
DLP“ sono safe.

2.2 Semantica dei modelli stabili
Universo e Base di Herbrand. Dato un programma DLP+ P, definiamo:

e Universo di Herbrand, e 1o indichiamo con Up, I’insieme delle costanti che

compaiono in P;

e Base di Herbrand, denotata con Bp, I’insieme degli atomi standard costrui-

bili a partire dai predicati di P con le costanti in Up.

Istanziazione. Una sostituzione o ¢ un mapping da un insieme di variabili verso
U P
c:V—Up

Distinguiamo due tipi di sostituzioni:

e una sostituzione globale per una regola r ¢ una sostituzione dall’insieme

delle sue variabili globali verso Up;

e una sostituzione locale per un insieme simbolico S ¢ una sostituzione dal-

I’insieme delle sue variabili locali verso Up.

Esempio 2.7 Consideriamo la sostituzione o = [X/a,Y /b, Z/c], che sostituisce

ogni occorrenza delle variabili X,Y, 7 con le costanti a,b, c, rispettivamente.
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Allora, 'applicazione di o alla regola
r  p(X,Y) — qY,2),t(X).
dara come risultato la seguente sostituzione globale
o(r) : pla,b) :— q(b,c),t(a).
Dato un insieme simbolico senza variabili globali
S ={Vars : Conj}
Iistanziazione di S & il seguente insieme di coppie ground:

Inst(S) = {{(y(Vars) : v(Conj)) : = is a local substitution for S}

Un’istanza ground di una regola r si ottiene in due passi:

1. una sostituzione globale o viene applicata su 7;

2. ogni insieme simbolico S in ¢(r) viene sostituito dalla sua istanziazione
Inst(S).

L’istanziazione Ground(P) di un programma P & I’insieme di tutte le possi-

bili istanze delle regole di P.

Esempio 2.8 Consideriamo il seguente programma:
Pro= { a)Vvp(2,2).,

q(2) Vp(2,1).,
t(X) :— q(X), #sum{Y : p(X,Y)} > 1. }
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L’istanziazione di ‘P, é la seguente:
Ground(P1) = { q(1)Vvp(2,2).,
q(2) v p(2,1).,
t(l) = Q(l)a #Sum{<1 :p(la 1))? <2:p(17 2)>} >1. ’
H2) i~ q(2), #sun{(1:p(2, 1), (2:p(2,2)} > 1.}

Nel seguito, dove non specificato diversamente, assumiamo che tutti i pro-
grammi DLP# sono ground.

Se X ¢ un insieme, useremo la notazione —..X per indicare 1’insieme

~X={-x:zeX}

Interpretazioni. Un insieme X C (Bp U —.Bp) di letterali standard ground &
consistente se nessun atomo compare allo stesso tempo positivo e negativo in X.

Un’interpretazione I per un programma DLP+ P & un insieme consistente di
letterali standard ground.

Un letterale standard ground ¢ ¢ vero (risp. falso) rispetto ad I se ¢ € I (risp.
¢ € —.I). Se un letterale standard ground non & né vero né falso rispetto ad I,
allora & indefinito rispetto ad I. Denotiamo con I ™ (risp. /™) I’insieme di tutti
gli atomi che occorrono in letterali standard positivi (risp. negativi) in I, e con T
I’insieme degli atomi indefiniti rispetto ad I (ovvero Bp \ [T U 7).

Un’interpretazione I & totale se I & vuoto (ovvero It U I~ = Bp), altrimen-
ti [ ¢ parziale. Una totalizzazione di un’interpretazione (parziale) / ¢ un’inter-
pretazione totale J che contiene I (ovvero J ¢ un’interpretazione totale tale che
J 2.

Un’interpretazione fornisce anche un significato per i letterali aggregati.

Sia I un’interpretazione totale. Una congiunzione standard ground ¢ vera ri-
spetto ad [ se tutti i suoi letterali sono veri rispetto ad /; altrimenti ¢ falsa (ovvero
¢ falsa se qualcuno dei suoi letterali ¢ falso rispetto ad I).
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Il significato di un multi-insieme di termini, di una funzione di aggregazione e
di un atomo aggregato rispetto ad un’interpretazione totale ¢, rispettivamente, un
multi-insieme, un valore numerico € un valore di verita.

Sia f(.S) una funzione di aggregazione. La valutazione /(.S) di S rispetto ad
I ¢ il multi-insieme della prima costante degli elementi di .S la cui congiunzione

¢ vera rispetto ad I. Piu precisamente, /() denota il multi-insieme
I(S) ={t1 | (t1,....,t: Cong) € S A Conj istrue w.r.t. I}

La valutazione I(f(S)) di una funzione di aggregazione f(S) rispetto ad [
¢ il risultato dell’applicazione di f su I(.S). Se il multi-insieme /(.S) non & nel
dominio di f, I(f(S)) = L (dove L & un simbolo fissato che non occorre in P).

Un letterale aggregato istanziato A della forma
f(S) <k

¢ vero rispetto ad [ se:

) I(f(5)) # L.e

() I(f(9)) < k.
altrimenti A ¢ falso. Un letterale aggregato istanziato

not A =not f(5) <k

¢ vero rispetto ad [ se:

() I(f(S) # Loe

(i) I(f(5)) A k.

altrimenti A & falso.
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T1 < f(S) < T |

I
r
not Ty < f(S) < T 1 1
H
1

Figura 2.1: Intervalli e valori di verita degli aggregati

Intuitivamente, come mostrato in Figura 2.1, un letterale aggregato positivo
Ty < f(S) < T3

¢ vero rispetto ad un’interpretazione totale [ se la valutazione della sua funzione di
aggregazione rispetto ad I appartiene all’intervallo [T7, T5] (ovvero I(S) € [T1, Ts]),
altrimenti ¢ falso. Un letterale aggregato negativo

not T1 S f(S) S T2

¢ vero rispetto ad un’interpretazione totale / se la valutazione della sua funzio-
ne di aggregazione rispetto ad / non appartiene all’intervallo [7},75] (ovvero
I(S) & [T, T]), altrimenti & falso. Se ’operatore a sinistra di f(S) & < pos-
siamo sostituire 77 con 77 + 1. Se I'operatore a destra di f(S) & < possiamo
sostituire 75 con 75 — 1. Se una delle due guardie manca possiamo sostituirla con
il valore estremo dell’intervallo di definizione della funzione di aggregazione (per
esempio, O oppure co). Quindi, possiamo sempre ricondurre la valutazione di un
letterale aggregato ad un controllo di appartenenza (o non appartenenza) ad un

intervallo.

Se I ¢ un’interpretazione parziale, un letterale A & vero (risp. falso) rispet-
to ad [ se & vero (risp. falso) rispetto a tutte le totalizzazioni J di /; altrimenti
¢ indefinito. E da notare che, in generale, non ¢ possibile fare una valutazione
efficiente del valore di verita per gli aggregati rispetto ad un’interpretazione par-

ziale [; infatti, il numero di totalizzazioni di / ¢ esponenziale nella cardinalita di
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1. Tuttavia, come illustreremo in seguito (a pagina 26 di questo capitolo), per gli
aggregati ricorsivi monotoni e antimonotoni questa valutazione puo essere fatta in

modo efficiente.

Esempio 2.9 Consideriamo I'atomo A = #sum{(1:p(1)),(2:p(2))} > 1, e sia
S insieme ground in A.

Per Uinterpretazione I = {p(2)}, ogni interpretazione totale J che estenda I
conterra o p(1) o not p(1).

Percio, per una qualsiasi totalizzazione J di I, si avra che
e J(S) ={2}, oppure
o J(S)=1{1,2}.
L’applicazione di #sum , quindi, produrra
e 2> 1, che é vero, oppure
e 3 > 1, che e altrettanto vero.

Ne deduciamo che l’aggregato ¢ vero in tutte le totalizzazioni di I e, quindi,

possiamo affermare che A é vero anche rispetto ad 1.

Le definizioni di interpretazione e valori di verita che abbiamo dato preservano
la “monotonicita della conoscenza”: se un’interpretazione .J estende / (ovvero
J 2 1), allora ogni letterale che ¢ vero rispetto ad / ¢ vero rispetto a .J, e ogni

letterale che ¢ falso rispetto ad I ¢ falso rispetto a J.

Modelli Minimali. Data un’interpretazione / e una regola ground r, allora

e la testa di 7 & vera rispetto ad I se qualche letterale in H (r) & vero rispetto
ad I;

e il corpo di 7 & vero rispetto ad [ se tutti i letterali in B(r) sono veri rispetto
ad [;
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e laregola r ¢ soddisfatta rispetto ad / se la sua testa & vera rispetto ad [ nel

caso in culi il suo corpo & vero rispetto ad /.

Un’interpretazione totale M & un modello di un programma DLPA P se tutte
le regole r € P sono soddisfatte rispetto ad M.

Un modello M per P & minimale se non esiste nessun altro modello M’ per P
tale che M'* C M.

Si noti che, sotto queste definizioni, la parola interpretazione pud fare ri-
ferimento ad un’interpretazione anche parziale, mentre con modello intendiamo

sempre un’interpretazione totale.

Modelli stabili (o answer sets). Di seguito riportiamo la generalizzazione della
trasformazione di Gelfond-Lifschitz e la definizione di modello stabile (o answer

set) per programmi DLP introdotta in [1].

Definizione 1 Dato un programma DLPA ground P e un’interpretazione totale
I, P! denoti il programma trasformato ottenuto da ‘P eliminando tutte le regole
nelle quali un letterale del corpo e falso rispetto ad I.

I & un modello stabile di un programma P se é un modello minimale di P

Esempio 2.10 Consideriamo le interpretazioni
I = {p(a)}
I, = {not p(a)}
e i due programmi
Py = {pla) i— #count{X : p(X)} > 0.}
Ps = {p(a) :— #count{X : p(X)} < 1.}.
Per il primo programma avremo

Ground(Pz2) = {p(a) :— #count{(a : p(a))} > 0.}
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Ground(P2)!t = Ground(Ps)
Ground(Ps)2 = ().
Mentre per il secondo
Ground(Ps) = {p(a) :— #count{(a : p(a))} < 1.}
Ground(Ps)11 = ()
Ground(P3)2 = Ground(Ps).

15 ¢ il solo modello stabile di Py (poiché I, non e un modello minimale di
Ground(P2)™ ), mentre P3 non ammette modelli stabili (I, non & un modello mini-
male di Ground(Ps)!1, e I, non & un modello di Ground(Ps) = Ground(Ps)™).

Si noti che ogni modello stabile M di P ¢ anche un modello di P, perché
PM C P eleregole in P\ PM sono soddisfatte rispetto ad M (in quanto il corpo

di queste regole ¢ falso).

2.3 Monotonicita degli aggregati

Monotonicita Date due interpretazioni / e .J, diciamo che [ < .J se valgono

entrambe le condizioni
o [T C JT
e [ D J.

Un letterale ground ¢ ¢ monotono se, per tutte le interpretazioni /, J, tali che
I < J, vale che:

1. ¢ vero rispetto ad [ implica ¢ vero rispetto a .J,

2. (¢ falso rispetto a .JJ implica / falso rispetto ad .
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Un letterale ground ¢ & antimonotono se accade 1’opposto, ovvero per tutte le

interpretazioni [, J, tali che I < J, vale che:
1. ¢ falso rispetto ad I implica ¢ falso rispetto a .J,
2. { vero rispetto a J implica ¢ vero rispetto ad /.

Un letterale ground ¢ ¢ nonmonotono se non ¢ né monotono né antimonotono.
Sinoti che i letterali standard positivi sono sempre monotoni, mentre i letterali
standard negativi sono sempre antimonotoni. I letterali aggregati (positivi o ne-
gativi), invece, possono essere monotoni, antimonotoni o nonmonotoni. | letterali

nonmonotoni includono la somma su interi (possibilmente negativi) e la media.

Esempio 2.11 Tutte le istanze ground di
#Hcount{X : p(X)} > 1 e
not #count{X : p(X)} <1
sono monotone, mentre per
#Hcount{X : p(X)} <1 e
not #count{X : p(X)} > 1

sono antimonotone.

Denotiamo con DLPé}a il frammento di DLP* nel quale possono occorre-
re solo aggregati monotoni e antimonotoni. Data una regola r di un program-
ma DLP: ,, Mon(B(r)) e Ant(B(r)) denotano, rispettivamente, I'insieme dei
letterali monotoni e antimonotoni in B(r).

Nel seguito con la parola programma faremo generalmente riferimento a pro-
grammi DLPéva.

E da notare che, come descritto in [23], molti programmi con letterali nonmo-
notoni possono essere riscritti polinomialmente in programmi DLPnAw. Qualche

esempio importante include i programmi che contengono atomi aggregati del tipo
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(1) Th <1 f(S) =2 1o
(i) f(S)=T

che sono nonmonotoni indipendentemente da f(S). Possiamo riscrivere que-
sti letterali nonmonotoni come congiunzione di un letterale monotono e di un

letterale antimonotono:
i) Ty =1 f(S) A F(S) <2 T3
(i) f(S)=TAf(S)<T.
Esempio 2.12 La regola
p(0) :— 3 < #count{X : p(X)} < 7.
puo essere riscritta nella regola
p(0) :— #count{X : p(X)} > 3, #count{X : p(X)} < 7.
Mentre la regola
p(0) :—not 5 < #sum{X : p(X)} <21,not 4 < #times{Y : ¢(Y)} < 15.

puo essere riscritta polinomialmente tramite 'uso di un nuovo atomo per ogni

letterale aggregato negativo
auzr; :— not #sum{X : p(X)} > 5.
auzy :— not #sum{X : p(X)} < 21.
auxs :— not #times{Y : ¢(Y)} > 4.
auzxy :— not #times{Y : ¢(Y)} < 15.

p(0) :— auxy, auzxs.
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Pertanto, nel classificare i diversi tipi di letterali aggregati, in Tabella 2.1, ¢

conveniente considerare solo letterali nella forma
f(S)<T e mot f(S)<T

con <€ {<, <, >, >}

2.4 Grafo delle dipendenze

Possiamo quindi introdurre la nozione di grafo delle dipendenze e di componenti

fortemente connesse.

Definizione 2 Associamo ad ogni programma ground P un grafo diretto
DGp = (N, E), chiamato il grafo delle dipendenze di P, nel quale

(i) ogni atomo standard di P é un nodo in N,

(ii) c¢’e un arco in E diretto da un nodo a verso un nodo b se e solo se c’é una
regola r in P tale che b € H(r) e
— a e un atomo standard in Mon(B(r)) oppure
— a e un atomo che compare nell’insieme ground di un letterale aggre-

gato in Mon(B(r)).

Esempio 2.13 Consideriamo i seguenti programmi:

Py = { p(0)Vvq(0).,
s(0) :— #count{ (0,p(0)) } > 0.,
5(0) :— #count{ (0,¢(0)) } >0. }

Ps = { q(0):— #count{(0,p(0))} > 0.,
p(0) :— #count{ (0,¢(0)) } >0. }
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Funzione | Dominio | Operatore | Segno Carattere
#£count N <, < antimonotono
not monotono
>, > monotono
not antimonotono
#sum N <, < antimonotono
not monotono
>, > monotono
not antimonotono
Z <, < NON-Monotono
not non-monotono
>, > non-monotono
not Non-Mmonotono
#times N\ {0} <, < antimonotono
not monotono
> > monotono
not antimonotono
N <, < non-monotono
not NON-Monorono
> > non-monotono
not Nnon-monotono
#min N <, < monotono
not antimonotono
>, > antimonotono
not monotono
#max N <, < antimonotono
not monotono
>, > monotono
not antimonotono

Tabella 2.1: Carattere dei letterali aggregati
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s(0)

/ \ bO) == q(0)

p(0) q(0)

(a) (b)
Figura 2.2: Grafi (a) DGp, e (b) DGp,

In Figura 2.2 sono riportati i grafi delle dipendenze relativi a questi programmi.

‘P, e stratificato, mentre Py é ricorsivo, in quanto e presente un ciclo fra i nodi
p(0) € (0).

Possiamo, quindi, introdurre una classe importante e ben nota di programmi:

quella dei programmi head-cycle-free (HCF).

Definizione 3 Un programma P é HCF se e solo se non c’e nessuna regola r in

P tale che due predicati nella testa di r sono nello stesso ciclo di DGp.

Esempio 2.14 Consideriamo i programmi P, e Ps dell’esempio precedente e il
programma Pg:

Ps = { p(0)Vvq(0).,
q(0) :— #count{ (0,p(0)) } > 0.,
p(0) :— #count{(0,¢(0)) } >0. }

Si noti che il grafo associato a P coincide con DG p,. Allora, abbiamo che
e P, ¢ aciclico, e quindi HCF;
e Px e ciclico ed HCF;

e Py e ciclico e non HCE, in quanto nella regola p(0) V ¢(0). compaiono due

letterali che appartengono ad uno stesso ciclo in DGp,.
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A

m,a’®

riamo solo i programmi HCF. E stato recentemente mostrato che questa & la pil

Nella nostra implementazione per DLP descritta nel capitolo 8, conside-

grande classe di programmi per la quale i1 processi di reasoning standard sono an-
cora in NP (si veda, per esempio, [24]). Il principale risultato di questo capitolo,
il Teorema 7.4, viene affermato per programmi HCF.

Possiamo partizionare 1’insieme di atomi ground occorrenti in P in compo-

nenti fortemente connesse.

Due atomi a e b sono nella stessa componente se ¢c’¢ un cammino da

a abeuncammino da b ad a in DGp.

Possiamo inoltre definire un ordine parziale < per le componenti.

Definizione 4 Siano C,,C5 due componenti di P. Allora, C, =< C5 se e solo se

esistono a € Cy, b € Cy tali che ¢’é un cammino da a a b.

I1 sottoprogramma P C ‘P, associato ad una componente C', consiste di tutte

le regole di P che contengono un atomo di C' in testa.

2.5 Complessita computazionale

Dal punto di vista della complessita della programmazione logica con aggregati

sono di rilevante interesse due aspetti computazionali:
e la verifica di stabilita di un modello,
e il reasoning cauto, o scettico (cautious reasoning o skeptikal reasoning).

La verifica di stabilita di un modello corrisponde al seguente problema deci-

sionale:

Dato un programma DLPA P e un modello M,
M & un modello stabile di P?
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Come mostrato in [1, 19], questo problema ¢ in generale coNP-completo, ma
diviene trattabile (ovvero polinomiale) se vengono disabilitati 1 letterali aggregati
non-monotoni e la disgiunzione.

Il cautious reasoning, invece, corrisponde al problema:

Dato un programma DLP+ P e un atomo ground standard A,
A & vero in tutti i modelli stabili di P?

[1] mostra che questo problema ¢ in generale I15'-completo. L’ eliminazione della
disgiunzione e dei letterali aggregati non-monotoni porta il problema ad essere
coNP-completo, mentre la trattabilita viene raggiunta solo se si eliminano la ne-
gazione e tutti i tipi di letterali aggregati; in questo caso, infatti, il programma puo
essere riscritto come una CNF con sole clausole di Horn, che € ben noto essere
P-completo.

I risultati di complessita computazionale descritti in [1, 19] sono riassunti in
Tabella 2.2 e in Tabella 2.3.

Checking | ( | {not} | {V} | {not,V}
0 P P | coNP | coNP
{m,a} P P | coNP | coNP
{m,a,n} | coNP | coNP | coNP | coNP

Tabella 2.2: Complessita del controllo di stabilita

Cautious | () | {not} | {V} | {not,V}
0 P | coNP | 11§ I
{m,a} | coNP | coNP | 11} JNES
{m,a,n} | I} JNES JNES 1L

Tabella 2.3: Complessita del cautious reasoning

Le righe indicano 1 tipi di aggregato presenti nel linguaggio: m - monotoni,
a - antimonotoni, 7 - nonmonotoni. Le colonne, invece, indicano la presenza o

I’assenza della negazione (not) o della disgiunzione (V).
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2.6 Rappresentazione della conoscenza

Come gia detto, la programmazione logica disgiuntiva consente la modellazione
intuitiva di molti problemi complessi. L’aggiunta degli aggregati, pil in generale
degli aggregati ricorsivi, accresce le capacita rappresentative di questo paradigma.

Per concludere questo capitolo, mostriamo come alcuni problemi possono

essere rappresentati in modo conciso ed elegante grazie agli aggregati.

Car Sequencing (CAR-SEQ)

tratto da Asparagus '

Un certo numero di automobili deve essere prodotto; non sono identiche, perché
differenti opzioni sono disponibili come varianti del modello base. La catena di
assemblaggio ha stazioni differenti che installano le varie opzioni (aria condizio-
nata, copri-sole, ...). Queste stazioni sono state progettate per gestire una certa
percentuale di automobili fra quelle che passano dalla catena di assemblaggio. Le
automobili devono quindi essere sistemate in una sequenza che consenta ad ogni
stazione di eseguire il proprio lavoro. Per esempio, se una particolare stazione puo
lavorare solo la meta delle automobili che passano dalla catena di assemblaggio,
la sequenza deve essere fatta in modo che al pilt un’automobile ogni due richieda
questa opzione.

In Figura 2.3 ¢ riportata una codifica che fa uso di aggregati stratificati.

sequencing(I,C) v fail(I,C) :- classes(C), cars(I).
:— cars(I), not #count{ C : sequencing(I,C) }=1.
:— not #count{I : sequencing(I,C)}=N, carPerClass(C,N).

:— #count{S: sequencing(S,C), optInClass(C,0,1), +(I,SIZE,W), S>=I, S<W}>MAX,
maxCarsInBlock (O,MAX), blockSize (0,SIZE), cars(I).

Figura 2.3: Codifica di Car Sequencing

Intuitivamente, la prima regola sfrutta il non-determinismo per individuare

una sequenza: sequencing(l,C') indica che la [-esima automobile nella catena

'http://asparagus.cs.uni-potsdam.de/?action=encodings&id=79
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di assemblaggio ¢ una vettura di classe C'. I successivi constraint indicano che ad
ogni posizione della sequenza deve essere associata una sola automobile, che per
ogni classe deve essere prodotto esattamente il numero richiesto di automobili e

che ogni stazione sia in grado di gestire la sequenza.

Social Golfer (SOC-GOLF)

tratto da Asparagus ®
La coordinatrice di un golf club ha il seguente problema. Nel suo club, ci sono
m x n golfisti, ognuno dei quali gioca a golf una volta a settimana, € sempre
in gruppi di n. Le piacerebbe stilare un orario di gioco per questi golfisti, per p
settimane, tale che nessun golfista giochi piu di una volta con un altro golfista.

In Figura 2.4 ¢ riportata una codifica per questo problema che fa uso di aggre-

gati stratificati, mentre in Figura 2.5 abbiamo una codifica con aggregati ricorsivi.

plays (Golfer,Week, Group) v fails(Golfer,Week,Group) :-—
groups (Group), players(Golfer), weeks (Week).

:— not #count{G : plays(Golfer,W,G)}=1, weeks (W), players(Golfer).
:— not #count{Golfer : plays(Golfer,W,Group)} = SIZE,

groups (Group), weeks (W), groupSize (SIZE).
:— #count{W: plays(Gl,W,G), plays(G2,wW,G) } > 1,

players (Gl), players(G2), Gl < G2.

Figura 2.4: Codifica di Social Golfer (con aggregati stratificati)

plays (Golfer,Week, Group) :-—
groups (Group), players(Golfer), weeks (Week),
#count{ G : plays(Golfer,Week,G), G != Group } < 1,
#count{ G : plays(G,Week,Group), G != Golfer } < SIZE, groupSize(SIZE).

:— #count{W: plays(Gl,W,G), plays(G2,W,G) } > 1,
players (Gl), players(G2), Gl < G2.

Figura 2.5: Codifica di Social Golfer (con aggregati ricorsivi)

Nella codifica con aggregati stratificati, la prima regola individua in modo

non-deterministico un orario di gioco: plays(Golfer, Week, Group) indica che il

2http://asparagus.cs.unifpotsdam.de/?action=encodings&id=78
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golfista Golfer, nella settimana Week, giochera nel gruppo Group. 1 constraint che
seguono modellano i vincoli imposti dal problema, ovvero che ogni golfista giochi
esattamente una volta a settimana, che ogni gruppo sia della dimensione giusta e
che nessuna coppia di golfisti giochi piu di una volta insieme.

La codifica con aggregati ricorsivi & pill concisa. La prima regola afferma
che ogni settimana un golfista puo giocare in un certo gruppo se in quella stessa
settimana non gioca gia in un altro gruppo e se il gruppo non ¢ gia completo. 1l
successivo constraint, invece, impedisce che una coppia di golfisti giochi piu di

una volta insieme.

Knap-Sack (KNAP-SACK)

Il problema Knap-Sack ¢ un problema combinatorio di ottimizzazione. Problemi
simili si trovano spesso in teoria della complessita, crittografia, finanza e matema-

tica applicata.

Dato un insieme di oggetti, ognuno con un peso e un valore, deter-
minare quali oggetti includere in una collezione, in modo tale che il
peso totale non sia superiore ad un peso dato e il valore totale sia il

piu grande possibile.

In Figura 2.6 mostriamo una possibile istanza di Knap-Sack, in cui bisogna
scegliere fra 5 oggetti diversi. Il peso degli oggetti ¢ riportato in chilogrammi
(kg), mentre il valore in dollari ($). Il peso massimo sostenibile & di 15 kg.

La variante decisionale di Knap-Sack corrisponde alla domanda

“Possiamo selezionare oggetti per un valore di almeno V', senza ec-

cedere il peso C'?”

In Figura 2.7 riportiamo una codifica per questo problema che fa uso di aggre-
gati ricorsivi antimonotoni. Con la prima regola indichiamo che un oggetto X puo
essere selezionato se il peso degli oggetti presenti nella bisaccia, con 1’aggiunta
di X, non eccede il massimo peso sostenibile. Il constraint verifica che il valore

degli oggetti selezionati sia almeno pari al minimo valore voluto.
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Figura 2.6: Un’istanza di Knap-Sack

select( X ) :— cost( X, C ), #sum{ Cl, Y : sel( Y ), cost( Y, Cl ), X!
MC = C2 + C, maxCost ( MC ).

Il
<

<= C2,

:— minvValue( MV ), not #sum{ C, X : select( X ), value( X, C ) } >= MV.

Figura 2.7: Codifica di Knap-Sack

Party Invitatons (PARTY)

Si vuole organizzare un party e bisogna decidere a quali persone spedire gli inviti.
E noto che ogni persona accettera 1’invito solo se almeno & dei propri amici lo

accetteranno (k£ > 0). L’obiettivo ¢ determinare le persone che verranno al party.

In Figura 2.8 riportiamo una codifica che fa uso di aggregati ricorsivi monoto-
ni.

La prima regola definisce la relazione friend come simmetrica. La regola suc-
cessiva determina le persone che verranno sicuramente alla festa. Si noti che
questa ¢ una regola ricorsiva, in quanto il predicato coming appare sia nella testa

che nel corpo della regola (in particolare in un letterale aggregato).
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friend(X,Y) :- friend(Y,X).
coming (X) :- requires(X,K), #count{ Y : friend(X,Y), coming(Y) } >= K.

Figura 2.8: Codifica di Party Invitations

Group Seating (SEATING)

Vogliamo disporre un gruppo di n persone in un ristorante, essendo a conoscenze
che il numero di tavoli per il numero di posti a sedere di ogni tavolo ¢ uguale ad
n. Le persone che “si piacciono” devono sedersi allo stesso tavolo e quelle che
“non si piacciono” devono sedersi in tavoli diversi.

In Figura 2.9 mostriamo una codifica che fa uso di aggregati ricorsivi antimo-

notoni.

at (p,T) :- person(P), table(T),
#count{ T1 : at(p,T1), T
#count{ P1 : at(P1,T), P

’

1
C, nchairs(C).

[

:— table(T), like(P1,P2), at(P1,T), not at(P2,T).
:— table(T), dislike(P1l,P2), at(pPl,T), at(P2,T).

Figura 2.9: Codifica di Seating

Con la prima regola determiniamo la disposizione delle persone nei tavoli: una
persona puo sedersi ad un tavolo se non si ¢ gia seduto da qualche altra parte e il
tavolo non ¢ ancora pieno. I constraint verificano che le persone che si piacciono
siano sedute allo stesso tavolo e che quelle che non si piacciono siano sedute a

tavoli diversi.

Employee Raise (EMPRAISE)

Un manager decide di selezionare un gruppo di /V impiegati a cui dare un aumen-
to. Un impiegato ¢ un buon candidato per I’aumento se ha lavorato per almeno K
ore a settimana. L’ obiettivo & determinare tutti i possibili insiemi di /N impiegati
candidati.

In Figura 2.10 riportiamo una codifica per questo problema.
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raised(X) :- empName (X), #sum{ H : emp(X,H) } >= K, nHours(K),
#count{ Y : raised(Y), X != Y } < N, maxRaised(N).

Figura 2.10: Codifica di Employee Raise

Si noti che il programma ¢ composto da una sola regola, e che in questa com-
paiono due aggregati: il primo stratificato e il secondo ricorsivo. Con questa rego-
la affermiamo che 1’aumento viene dato ad un impiegato se questo ha lavorato un

numero sufficiente di ore e il numero previsto di aumenti non ¢ stato gia superato.
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Capitolo

Programmi con modello stabile unico

In generale, un programma logico con aggregati puo avere uno, nessuno o molti
modelli stabili. Tuttavia, per un sottoinsieme della programmazione logica con
aggregati ¢ possibile dimostrare che esiste sempre un unico modello stabile.

In questo capitolo mostriamo due classi di problemi che godono di questa

interessante proprieta.

Teorema 3.1 Un programma P positivo e privo di disgiunzione, con soli aggre-
gati monotoni, ha sempre un unico modello stabile, che coincide con il suo unico

modello minimale.

Dimostrazione. L’intersezione di due modelli ¢ sempre un modello.
Siano M; ed M, due modelli di P. Supponiamo, per assurdo, che

M := M; N M5 non ¢ un modello. Allora esistera una regola r € P tale che
e B(r) & vero rispetto ad M, e
e H(r) ¢ falso rispetto ad M.

Da M < M; e M < M, segue che B(r) = Mon(B(r)) & vero anche rispetto
ad M; ed M,. Inoltre, poiché H(r) & vero rispetto ad M; ed M, (in quanto
modelli) e |H(r)| = 1 (essendo P privo di disgiunzione), avremo che H () C M;

41
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e H(r) C My, il cheimplica H(r) C M = M;NM,. Questa & una contraddizione

con I’assunzione che H (r) ¢ falso rispetto ad M. O

Esempio 3.2 La codifica del problema “Company Controls”, mostrata nell’e-
sempio 1.1, é positiva, priva di disgiunzione e con soli aggregati monotoni.
Qualsiasi istanza di company controls, allora, avra un unico modello stabile.

Per l'istanza riportata in Figura 1.1 abbiamo che
e a controlla direttamente b,

e a controlla indirettamente c; infatti, a possiede direttamente il 40% delle

azioni di c e, indirettamente tramite b, il 20%, per un totale del 60%.

Quindi, ’'unico modello stabile contiene

controls(a,b), controls(a, c).

Teorema 3.3 Un programma P privo di disgiunzione, con negazione stratifica-
ta, aggregati monotoni arbitrari, e aggregati antimonotoni e non-monotoni non-

ricorsivi, ha sempre un unico modello stabile.

Dimostrazione. Sia C, (5, ..., C), un ordine totale (fra i possibili) per le compo-
nenti di P tale che C; < C; implica i < j.

Sia Pg, il sottoprogramma relativo a C;. Computiamo
P1 = Pe,
MM, = un modello minimale di P,
e,pert=2,...n

7)2' = MMi—l U PC’.L-
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M M; = un modello minimale per P;.

Si noti che con M M,_; U P, vogliamo indicare il programma ottenuto aggiun-
gendo a P, un fatto /. per ogni letterale ¢ € M M,;_,.

Proviamo, per induzione su ¢, che M M; ¢ il solo modello minimale di P;.

Base. P; ¢ positivo e privo di disgiunzione, con soli aggregati monotoni. Dal
Teorema 3.1 segue che M M; ¢ il solo modello minimale di P;.

Supponiamo che M M; ¢ il solo modello minimale di P;, e proviamo che
M M; ;¢ il solo modello minimale di P; .

Siano M; ed M, due modelli di P;.;. Supponiamo, per assurdo, che
M = M; N M5 non ¢ un modello di P;,;. Allora esistera una regola » € P tale

che
e B(r) ¢ vero rispetto ad M,
e H(r) e falso rispetto ad M.

Poiché M < M; e M < M,, Mon(B(r)) & vero anche rispetto ad M; ed M.

Si noti, inoltre, che il valore di verita di ogni letterale standard negativo e di
ogni letterale aggregato antimonotono e non-monotono appartenenti a B(r) ¢ de-
terminato dai letterali in M M; (perché P ha solo negazione stratificata e aggregati
antimonotoni € non-monotoni non-ricorsivi). Quindi questi valori sono gli stessi
per ogni modello di P, ;.

Segue che B(r) & vero anche rispetto ad M; ed M, e, poiché questi sono
modelli, anche H () sara vero rispetto ad M; ed M,. Questo implica che H(r) &
vero anche rispetto ad M, poiché |H (r)| = 1, che contraddice 1’assunzione.

Chiaramente P, ha gli stessi modelli di P. Quindi M M,, ¢ I’'unico modello
stabile di P. a

Esempio 3.4 Consideriamo una variante di company controls, che chiameremo
“Undirect Company Controls”, in cui siamo interessati a determinare le compa-

gnie che controllano indirettamente altre compagnie.
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Estendiamo la codifica per company controls presentata nell’ Esempio 1.1 con
il predicato undirect_controls(X,Y) e la regola

undirect_controls(X,Y) :— controls(X,Y),
not #sum{ S : owns(X,Y,S) } > 50.

Intuitivamente, determiniamo prima tutte le istanze del predicato controls(X,Y’)
e, successivamente, scartiamo quelle per cui la compagnia X controlla diretta-
mente la compagnia Y .

E da notare che quest’ultima regola aggiunta al programma contiene un let-
terale aggregato antimonotono, ma che questo non e ricorsivo. Dal teorema pre-
cedente, quindi, ogni istanza di undirect company controls avra un unico modello
stabile.

Se riprendiamo I’esempio in Figura 1.1, possiamo osservare che [’unico con-

trollo indiretto e quello di a su b. Infatti, I’'unico modello stabile contiene

undirect_controls(a, c).



Capitolo I

Caratterizzazione dei1 modell1 stabili

attraverso gli insiemi infondati

In questo capitolo presentiamo una definizione di insieme infondato (o unfounded
set) per programmi DLPA con aggregati monotoni e antimonotoni, estendendo
quella presentata in [19]. Successivamente mostriamo come utilizzare gli insiemi

infondati per caratterizzare i modelli stabili.

4.1 Insiemi infondati

Nel seguito denotiamo con S; U —.5; I'insieme (S; \ So) U —.S5, dove Sy ed S,
sono insiemi di letterali ground standard.

Definizione 5 (Insieme infondato) Un insieme X di atomi ground é un insieme
infondato, o unfounded set, per un programma DLPn“ia ‘P rispetto ad un’inter-
pretazione I se, per ogni regola r € P tale che H(r) N X # (), almeno una delle

seguenti condizioni vale:
(1) Ant(B(r)) e falso rispetto ad I,
(2) Mon(B(r)) e falso rispetto ad I U —. X,

45
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(3) H(r) e vero rispetto ad I U —. X.

La condizione (1) dichiara che la soddisfazione della regola non dipende dagli
atomi in X, mentre le condizioni (2) e (3) assicurano che la regola ¢ soddisfatta
anche se agli atomi in X viene associato il valore falso. Si noti che la condizione
(3) & equivalente a (H(r)\ X) NI # 0, e che I'insieme vuoto () & sempre un

insieme infondato, indipendentemente dall’interpretazione e dal programma.

Esempio 4.1 Consideriamo il seguente programma:

Pr = { a(l)Va(2).,
a(1l) :— #count{(1:a(2))} >0.,
a(2) :— #count{(l:a(1))}>0. }

e Uinterpretazione Is = {a(1),a(2)}. Allora, {a(1)} e {a(2)} sono insiemi in-
fondati per P; rispetto ad I3, mentre {a(1),a(2)} non é un unfounded set per
P rispetto ad I3, poiché per la prima regola non si verifica nessuna delle tre

condizioni di infondatezza rispetto a questa interpretazione.

Teorema 4.2 Per un programma privo di aggregati e un’interpretazione I, gli
insiemi infondati rispetto alla Definizione 5 corrispondono agli insiemi infondati
definiti in [25].

Dimostrazione. Un insieme X & un insieme infondato rispetto alla Definizio-
ne 3.1 di [25] se, per ogni regola r tale che H(r) N X # (), vale almeno una

delle seguenti condizioni:
@ B(r)n-.I#9,
(b) BY(r)NnX #0,
© (H(r)\X)nI#0.

La Definizione 5, nel caso privo di aggregati (ovvero se Mon(B(r)) = B*(r)
e Ant(B(r)) = B~ (r) per ogni regola r € P) ¢ equivalente a:
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Per ogni regola r € P tale che H(r) N X # ()

(1) B~ (r)Nn—.I # ) oppure
(2) BY(r)Nn—=.(IU~-.X) # 0 oppure
(3) H(r)N (I U=.X) #0.

(2) & equivalente a BT (r) N (—.(1 \ X) U —.—.X) # (), che vale se e solo se
vale B (r) N —.(I'\ X) # 0 oppure BT(r)N X # (. Poiché X contiene solo
atomi, —.X conterra solo letterali negativi, percio B*(r) N —.X = (). Quindi (2)
equivale a (2.a) BT (r) N —=.I # Qo (2.b) BT (r) N X # (. Osserviamo che “(1) o
(2.a)” ¢ equivalente ad (a), mentre (2.b) ¢ equivalente a (b).

Infine, (3) equivale a H(r) N ((I \ X) U —.X) # () e, poiché H(r) e X con-
tengono solo letterali positivi, questo ¢ equivalente a (c). O

La Proposizione 3.3 in [25] afferma che gli insiemi infondati di [25] genera-
lizzano gli insiemi infondati “originali” di [26], che erano definiti per programmi
standard non-disgiuntivi. Percio, dal Teorema 4.2 e dalla Proposizione 3.3 in [25],
segue che anche gli insiemi infondati della Definizione 5 generalizzano quelli di

[26] nel caso non-disgiuntivo privo di aggregati.

Corollario 4.3 Per un programma non-disgiuntivo e privo di aggregati P e un’in-
terpretazione I, ogni insieme infondato rispetto alla Definizione 5 é un insieme

infondato standard (secondo la definizione in [26]).

La Definizione 5 di insieme infondato generalizza anche quella data in [19]

per programmi non-disgiuntivi con aggregati monotoni € antimonotoni.

Teorema 4.4 Per un programma non-disgiuntivo LPﬁm ‘P e un’interpretazione

1, la Definizione 5 é equivalente alla Definizione 2 in [19].

Dimostrazione. Un insieme X ¢ un insieme infondato rispetto a [19] se, per ogni

regola r € P con H(r) € X, almeno una delle seguenti condizioni vale:

(a) qualche letterale antimonotono del corpo di r ¢ falso rispetto a 7,
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(b) qualche letterale monotono del corpo di r ¢ falso rispetto a I U —.X.

Chiaramente (a) e (b) sono equivalenti a (1) e (2), rispettivamente. Inoltre, la
condizione (3) ¢ sempre falsa per un programma non-disgiuntivo, poiché da

H(r)nX #0 e |H(r)| = 1segueche H(r)\ X = 0. O
ALC

Possiamo infine dimostrare che essa coincide, nel frammento DLP;; ,, con

quella piu generale presentata in [27].

Teorema 4.5 Un insieme X di atomi ground é un insieme infondato per un pro-
gramma DLPﬁw ‘P rispetto ad un’interpretazione I in accordo con la Definizio-
ne 5 se e solo se e un insieme infondato per P rispetto ad I in accordo con la
Definizione 1 di [27].

Dimostrazione. In accordo con la Definizione 1 di [27], un insieme X di
atomi ground ¢ un insieme infondato per un programma P rispetto ad un’inter-
pretazione [ se, per ogni regola r in P che ha qualche atomo di X in testa, almeno

una delle seguenti condizioni ¢ verificata:
(a) qualche letterale in B(r) & falso rispetto ad I,
(b) qualche letterale in B(r) & falso rispetto ad I U —.X,
(c) qualche atomo in H(r) \ X & vero rispetto ad I.

Osserviamo che le condizioni (1) e (2) della Definizione 5 implicano rispet-
tivamente le condizioni (a) e (b), e che, come gia osservato in precedenza, la
condizione (3) della Definizione 5 ¢ quivalente alla condizione (c).

Ora, si osservi che se un letterale monotono del corpo ¢ falso rispetto ad 7,
sara falso anche rispetto a I U —.X. Similmente, se un letterale antimonotono di

r & falso rispetto a [ U —.X, allora sara falso anche rispetto a . Pertanto

e se la condizione (a) vale per un letterale monotono /, la condizione (2) varra

per ¢;
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e se la condizione (a) vale per un letterale antimonotono /, varra la condizione
(1) per ¢;

e se la condizione (b) vale per un letterale monotono ¢, varra la condizione
(2) per ¢;

e se la condizione (b) vale per un letterale antimonotono ¢, varra la condizione
(1) per ¢.

O

La prossima proposizione mostra una proprieta di monotonicita molto impor-

tante della nostra definizione di insieme infondato.

o e . e . . A
Proposizione 1 Sia I un’interpretazione parziale per un programma DLP;; P
e X un insieme infondato per ‘P rispetto ad 1.

Allora, per ogni J O I, X é un insieme infondato per P anche rispetto a J.

Dimostrazione. Se X ¢ un insieme infondato per P rispetto ad I, allora per ogni

a € X eperognir € Pcona € H(r) vale
(1) Ant(B(r)) & falso rispetto ad 1,
(2) Mon(B(r)) & falso rispetto ad T U —=.X,
(3) H(r) e verorispetto ad I U —.X.

Si noti che, poiché I C .J, varra anche che I U —.X C J U —.X. Percio, se vale
(1) deve valere anche per .J, e se valgono (2) o (3) allora devono valere anche per
JU-.X. O

Di seguito definiamo la nozione centrale di Greatest Unfounded Set (GUS).

Definizione 6 Sia [ un’interpretazione per un programma P.
Allora, GUSp(I) (il GUS per P rispetto ad I) denota 'unione di tutti gli

insiemi infondati per P rispetto ad I.
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Dalla Proposizione 1 segue che il GUS di un’interpretazione / ¢ sempre con-

tenuto nel GUS di un superset (o sovrainsieme) di /.

Corollario 4.6 Sia I un’interpretazione per un programma P.
Allora GUSp(I) C GUSp(J), per ogni J tale che I O J.

E da notare che, a discapito del suo nome, non ¢ garantito che il GUS sia
sempre un insieme infondato. Nel caso non-disgiuntivo, 1’unione di due insiemi
infondati ¢ anch’esso un insieme infondato, anche in presenza di aggregati mo-
notoni e antimonotoni [19]. Per questi programmi il GUS ¢ necessariamente un
insieme infondato. Tuttavia, in presenza di regole disgiuntive questa proprieta
viene persa, come mostrato in [25]. Per i programmi DLPnAw quindi il GUS non

¢ garantito essere un insieme infondato.

Esempio 4.7 Si consideri ’esempio 4.1. GUSp.(I3) = {a(1),a(2)} che, come

gia detto, non ¢é un insieme infondato.

. . . .. . A
Osservazione 4.8 Se X, e X3 sono insiemi infondati per un programma DLPy;
P rispetto ad un’interpretazione I, allora X, U Xy non é necessariamente un

insieme infondato.

Recentemente, in [27] & stato mostrato che per un programma DLPA P (an-
che con aggregati non-monotoni) e un’interpretazione I, se due insiemi infon-
dati sono disgiunti da 7, allora la loro unione ¢ anch’essa un insieme infondato.

Ovviamente, questo risultato vale anche per DLPnAw.

Proposizione 2 Se X, e X5 sono insiemi infondati per un programma P rispetto
ad un’interpretazione I, e vale X, N1 = D e Xo N1 = (), allora X, U X, & un

insieme infondato per ‘P rispetto ad 1.

Questo ci consente di definire la classe di interpretazioni unfounded-free, per

le quali ¢ garantito che il GUS sia un insieme infondato.
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Definizione 7 (Interpretazioni Unfounded-free) Sia [ un’interpretazione per un
programma P.

I ¢ unfounfed-free (priva di infondatezza) se I N X = () per ogni insieme
infondato X per P rispetto ad 1.

Come una facile conseguenza abbiamo che per le interpretazioni unfounded-

free i1 GUS ¢ sempre un insieme infondato.

Proposizione 3 Sia I un’interpretazione unfounded-free per un programma P.
Allora GUSp(I) é un insieme infondato.

Possiamo inoltre mostrare che le interpretazioni totali possiedono un’interes-

sante, quanto importante, proprieta.

Proposizione 4 Sia I un’interpretazione totale per un programma P.
Allora I é unfounded-free se e solo se nessun insieme non-vuoto X C I é un

insieme infondato per ‘P rispetto ad 1.

Dimostrazione. (=) Se un insieme non-vuoto Y di /* & un insieme infondato
per P rispetto ad I, allora / non ¢ unfounded-free.

(<) Se I non & unfounded-free, allora esiste un sottoinsieme non-vuoto di I+
che ¢ un insieme infondato per P rispetto ad /. Sia X un insieme infondato per P
rispetto ad [ taleche Y = X N[ # (). Sinotiche [ U—.X =T U~-.Y. Quindi Y
¢ anche un insieme infondato per P rispetto ad /. O

Gli insiemi infondati trovano diverse applicazioni nella computazione dei mo-
delli stabili per un programma logico con aggregati: ¢ possibile utilizzarli per
eseguire il controllo di stabilita di un’interpretazione totale e per eliminare rami

inutili della computazione.

4.2 Controllo di stabilita tramite insiemi infondati

In questa sezione mostriamo alcune importanti proprieta degli insiemi infondati

della Definizione 5 relative ad interpretazioni totali, grazie alle quali ¢ possibile
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utilizzare gli insiemi infondati per caratterizzare i modelli e gli answer set di un
programma DLP;: . Mostriamo, inoltre, come queste caratterizzazioni possano
essere elegantemente utilizzate per la verifica degli answer set, operazione che va

sotto il nome di answer set checking o controllo di stabilita dei modelli.

Proposizione 5 Sia M un’interpretazione totale per un programma P.
Allora M é un modello per P se e solo se M~ é un insieme infondato per P

rispetto ad M.

Dimostrazione. (<) Assumiano che M non sia un modello per P. Allora esistera
una regola r € P tale che B(r) & vero rispetto ad M e H(r) & falso rispetto ad
M. Percio, H(r) C M~ poiché M & totale. Quindi la condizione (3) della

Definizione 5 non vale per M ~. Si noti che
MU-M =M\M ) )U-M =MU-M =M

Quindi, né la condizione (1) né la (2) valgono per M ~. Segue che M~ non ¢ un
insieme infondato per P rispetto ad M.
(=) Assumiamo che M~ non sia un insieme infondato per P rispetto ad M.

Allorac’¢ un a € M~ tale che esiste r € P, con a € H(r), per la quale

(1) Ant(B(r)) non & falso rispetto ad M,
(2) Mon(B(r)) non & falso rispetto ad M U —.M~ = M,
(3) H(r) non & vero rispetto ad M U —~. M~ = M.

Poiché M ¢ totale, da (1) e (2) segue che B(r) € vero rispetto ad M, e da (3) segue

che H(r) & falso rispetto a M. Quindi M non & un modello per P. O
Possiamo mostrare che gli insiemi infondati caratterizzano anche i modelli

minimali.

Proposizione 6 Sia M un modello per un programma positivo P.

M é un modello minimale per P se e solo se é un’interpretazione unfounded-

free.
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Dimostrazione. (<) Se M non ¢ minimale allora esiste un altro modello 1/, tale
che M;" € M, e quindi X = M\ M;" # (. Allora, per ogni r € P tale che
H(r)ynX #10

(i) H(r) N M # 0 oppure
(ii) Ant(B(r)) ¢ falso rispetto ad M, oppure
(iii) Mon(B(r)) ¢ falso rispetto ad M.
Sinoti che M; = (M \ X)U~-.X = M U-.X e quindi:
e da (i) segue che H(r) & vero rispetto ad M U —. X,
e da (ii) segue che Ant(B(r)) ¢ falso rispetto ad M (perche M; < M),
e da (iii) segue che Mon(B(r)) & falso rispetto ad M U —.X.

Percid X ¢ un insieme infondato per P rispetto ad M e quindi M non ¢ unfounded-
free.

(=) Assumiamo, per contraddizione, che M non ¢ unfounded-free. Allora,
dalla Proposizione 4, esistera un insieme non-vuoto X C M™ che & un insieme
infondato per P rispetto ad M. Mostriamo che [interpretazione totale
M, = M U —.X & un modello per P (contraddicendo la minimalita di M).

Sia r una regola di P tale che H (r) & vera rispetto ad M e H (r) & falsa rispetta
ad M. Allora H(r)N X # (). Ma X & un insieme infondato per P rispetto ad M,

quindi:

(1) Ant(B(r)) ¢ falso rispetto ad M (e quindi ¢ falso rispetto ad M;, perché
My, < M) oppure

(2) Mon(B(r)) & falso rispetto ad M U —.X = M, oppure

(3) H(r) & verorispetto ad M U —.X = M.
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Si noti che (3) non puo valere per assunzione. Allora r ¢ soddisfatta rispetto ad
M, dal corpo, contraddicendo la minimalita di M. O
E possibile dimostrare che un’interpretazione unfounded-free per un program-

ma rimane tale anche per il suo ridotto.

Lemma 4.9 Sia M un’interpretazione totale per un programma P.

M ¢é unfounded-free per P se e solo se é unfounded-free per P™.

Dimostrazione. (=) Se X non & un unfounded set per P rispetto ad M, allora
per qualche @ € X esiste una regola » € P tale che r viola tutte le condizioni
della Definizione 5. Dalle condizioni (1) e (2) B(r) & vero rispetto ad M. Per-
tanto I'immagine 7’ di r & in P*. Chiaramente r’ viola tutte le condizioni della
Definizione 5 per PM rispetto ad M.

Se M ¢ unfounded-free per P, allora, dalla Proposizione 4, ogni sottoinsieme
non-vuoto X C M non ¢ un insieme infondato per P rispetto ad M, e quindi
non & un insieme infondato per P rispetto ad M. Pertanto M ¢ unfounded-free
per PM.

(<) Sia X un insieme infondato per P rispetto ad M. Allora per ogni a € X
eperognir € Pcona € H(r)

(1) Ant(B(r)) & falso rispetto ad M oppure
(2) Mon(B(r)) & falso rispetto ad M U —.X oppure
(3) H(r) & vero rispetto ad M U —.X.

I casi (1) e (2) implicano che o r non ha un’immagine in P oppure la condizione
(2) vale per la sua immagine 7. 1l caso (3) implica che questa valga anche per 7.
Percio X & un insieme infondato anche per PM rispetto ad M. Quindi se M
non & unfounded-free per P, allora non ¢ unfounded-free per P*. Segue che M
unfounded-free per PM implica M unfounded-free per P. a

Questi risultati consentono di verificare se un modello ¢ stabile semplicemente

utilizzando la nozione di insieme infondato.
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Proposizione 7 Sia M un modello per P.

M é un modello stabile per P se e solo se M e unfounded-free per P.

Dimostrazione. (=) Se M ¢ un modello stabile per P, allora M & un modello
minimale per P*. Dalla Proposizione 6 segue che M ¢ unfouded-free per PM.
Quindi, dal Lemma 4.9, M & unfounded-free per P.

(<) Sia M un modello unfounded-free per P. Chiaramente M/ & un model-
lo per PM e quindi, dal Lemma 4.9, M & unfounded-free per P*. Percio, dal
Lemma 4.9, M & un modello minimale per P* (quindi un modello stabile per P).
O

4.3 Taglio dello spazio di ricerca

attraverso gli insiemi infondati

In questa sezione mostriamo alcune proprieta del GUS di un programma P ri-
spetto ad un’interpretazione I, GUSp(I). Queste proprieta possono essere usate
durante la computazione dei modelli stabili per determinare rami della computa-
zione che non portano a nessuna soluzione. E quindi possibile eseguire il pruning

(letteralmente taglio) di questi rami, riducendo notevolmente lo spazio di ricerca.

Teorema 4.10 Sia [ un’interpretazione per un programma P tale che
INGUSH(I) # 0.

Allora nessuna totalizzazione di I ¢ un modello stabile per P.

Dimostrazione. Se I N GUSp(I) # (), allora esistera un insieme infondato X
per P rispetto ad [ tale che I N X # (). Sia J una totalizzazione di . Allora,
dalla Proposizione 1, X ¢ un insieme infondato per P rispetto a J. Chiaramente
J N X # (), percid J non & unfounded-free. Dalla Proposizione 7 segue che .J non

¢ un modello stabile per P. O
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Percio, durante la costruzione dei modelli stabili, possiamo computare il GUS
rispetto all’interpretazione corrente e testare se contiene qualche elemento del-
I’interpretazione stessa. Se questo avviene possiamo abbandonare la costruzione
e fare backtracing, poiché nessun modello stabile puo essere trovato nel ramo
corrente.

I1 GUS puo essere utilizzato con profitto per il pruning dello spazio di ricerca

anche come operatore di inferenza.

Teorema 4.11 Data un’interpretazione I per un programma P, se J é un modello

stabile contenente I, allora J contiene anche I U —.GUSp(I).

Dimostrazione. Assumiamo che J 2 I U ~.GUSp(I), allora J N GUSp(I) # 0.
Dal Corollario 4.6 segue che J N GUSp(J) # 0. Quindi, in virth del Teore-
ma 4.10, J non ¢ un modello stabile per P. a
In altre parole =.GUSp(I) & contenuto in tutti i modelli stabili che esten-
dono [; percio, durante la costruzione dei modelli stabili candidati, ¢ possibile
aggiungere in modo sicuro questi letterali.
I1 GUS puo essere utilizzato anche per verificare se un’interpretazione totale ¢

unfounded-free e, quindi, un modello stabile.

Teorema 4.12 Sia [ un modello per un programma P.
I ¢ unfounded-free se e solo se [~ = GUSp(I).

Dimostrazione. (<) E facile vedere che ogni insieme infondato X per P rispetto
ad I & un sottoinsieme di /~. Quindi vale che I N X = (.
(=) Per ogni insieme inf